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MATHEMATICS 
UNE PARTITION DU SPECTRE D'UN ENDOMORPHISME 
CONTINU D'UN ESP ACE VECTORIEL TOPOLOGIQUE COMPLEXE 
PAR 
A.M. DEPRIT 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of October 27, 1956) 
Resume. Dans le cas d'un endomorphisme d'un espace de Banach, Stone a propose 
une partition du spectre en spectre ponctuel, spectre continu et spectre residue!. 
Comme les definitions de Stone ne permettent plus une partition du spectre dans 
le cas plus general d'un espace qui ne serait pas metrique complet, on leur substitue 
de nouvelles, qui ont cette propriete et l'on montre leur rapport avec les definitions 
de Stone. 
Soit E un espace vectoriel topologique sur le champ C des nombres 
complexes et soit u un endomorphisme continu de E. 
Quel que soit A E C, on pose t(A)=Ae-u ou e designe !'application 
identique de E sur lui-meme. De plus, s'il existe, on pose r(A) = (t(A))-1• 
1. L'ensemble des points A E C, tel que t(A) est un automorphisme 
bicontinu de E, est appele l'ensemble resolvant de u et se represente par 
e(u). 
Dans !'hypothese ou t(A) n'est pas un automorphisme bicontinu de E, 
trois cas peuvent se presenter. 
a) t(A) n'est pas un monomorphisme de E. L'ensemble des points A 
pour lesquels t(A) n'est pas un monomorphisme deE est appele le spectre 
ponctuel de u et se represente par aP(u); 
b) t(A) est un monomorphisme continu de E, mais ce n'est pas une 
application ouverte de E sur t(A) (E). L'ensemble des points A pour les-
quels ces deux conditions sont verifiees est appele le spectre continu de u 
et se represente par ac(u); 
c) t(A) est un monomorphisme continu ouvert de E sur t(A) (E), mais 
ce n'est pas un epimorphisme de E. L'ensemble des points A pour lesquels 
ces conditions sont verifiees est appele le spectre residuel de u et se repre-
sente par aT(u). 
Il est Clair que leS ensembleS e(u), Gp(U), Gc(U) et GT(U) SOnt deUX a 
deux disjoints et que 
c = e (U) U Gp (U) u Gc (U) U GT (U). 
2. On supposera desormais que E est un espace localement convexe 
separe complexe. 
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Si A E e(u), alors la transposee 1t(A) de t(A) existe et est un automor-
phisme bicontinu du dual E' de E, muni de la topologie faible a(E', E). 
Done e(u) C e( 1u). 
Si A E a,(u), alors 1t(A) (E') est partout dense dans E' pour a(E', E) 
et est ferme dans E' pour a(E', E). Done 1t(A) est un epimorphisme de 
E'. D'autre part, puisque t(A) n'est pas un epimorphisme de E, 1t(A) 
n'est pas un monomorphisme continu ouvert de E' sur 1t(A) (E'). Par 
consequent 
a,(u) C aP(fu) U ac(1n). 
Si A E ap(u), 1t(A) n'est pas un epimorphisme de E'. Par consequent 
aP (u) CaP (1u) U ac (fu) U a, (1u). 
Enfin, on voit facilement que 
ac(1t) c e(1u) u ap(tu) u ac(fu) u a,(1u). 
Ces quatre relations d'inclusion permettent de diviser le plan complexe 
en dix parties deux a deux disjointes et le tableau I presente pour chacune 
de ces dix parties les proprietes correspondantes de t(A) et de tt(A). 
N.B. Pour ACE, A represente !'adherence de A dans E pour la topo-
logie initiale; si ACE', A represente !'adherence de A dans E' pour la 
topologie faible a(E', E). 
3. Quelques exemples elimentaires. 
a) Soit e !'application identique de E sur lui-meme. Si A oF 1, t(A) est 
un automorphisme bicontinu de E; si A= 1, t(A) n'est pas un mono-
morphisme. D'ou aP(e)={1}, ac(e)=a,(e)=4>. 
b) Soit o !'application nulle de E dans lui-meme. 
c) Pour tout IXoFO, soit h"' l'homothetie x _.,.. lXX. 
d) Soient Let M deux sous-espaces vectoriels propres de E, tels que 
E soit la somme directe topologique de L et M; PL et PM designent les 
projections continues correspondant a cette decomposition vectorielle-
topologique de E. Si A=o ou 1, alors Ae-pL n'est pas un monomorphisme 
et par consequent o et 1 E aP(PL). Si A"" o ou 1, Ae- PL est un monomor-
phisme; mais c'est aussi un epimorphisme. Car, pour tout X E E, qui se 
decompose en x=xL +xM avec xL E Let xM EM, !'element y= (1/A-1)xL-
-(1/A)xM est tel que (Ae-pL)(y)=x. Enfin, puisque 
(Ae-PL)- 1 = (A-1)- 1 PL-A- 1 PM, 
cette derniere application est continue. D'ou A E e(PL). En resume, 
aP(PL) = {0,1}, ac(PL) = a,(pL) = 4>. 
TABLEAU! 
----
c t (A) tt (A) 
I e (u) 1-1 sur ouverte 1-1 sur ouverte (pour a (E', E)) 
III e (lu) (') ac (u) 1-1 sur non ouverte 1-1 sur ouverte 
III I ac (tu) n ac (u) 1-1 t (A) (E) =1= t (A) (E)= E non ouverte 1-1 tt(E')=E' non ouverte 
IV I a0 (tu) n aP (u) pas 1-1 t (A) (E) =I= t (A) (E)= E 1-1 tt(E') =I= E' non ouverte 
01 
-.J 
v a0 (lu) n a, (u) 1-1 t (A) (E) =1= t (A) (E)= E ouverte 1-- 1 tt (E') =E' non ouverte 
VI I aP (tu) n ac (u) 1-1 t (A) (E) =I= E non ouverte pas 1-1 tt(E') =1= tt{E') = E' 
VII aP (tu) n aP (u) pas 1-1 t (A) (E) =I= E I pos 1- I 1t (E') =I= E' 
VIII aP (tu) n a, (u) 1-1 t (A) (E) =I= E ouverte pas 1-1 tt(A) (E') =E' 
IX a,(tu) n ac(u) 1-l t(A) (E)=E non ouverte 1-1 tt (A) (E') = E' ouverte 
X a, (tu) n aP (u) pas 1-1 t(A)(E)=E 1-1 tt (.A.) (E') =I= E' ouverte 
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e) pour un endomorphisme compact u, J. LERAY [2] a prouve que 
av(u) est une famille denombrable de points isoles dans le plan complexe 
et J. H. WILLIAMSON [3] a montre que a.(u) = a,(u) = cfo. 
4. Supposons que E soit un espace de Frechet. Dans ce cas, les pro-
prietes suivantes sont equivalentes: 
a) t(A) est un homomorphisme continu ouvert de E sur t(A) (E) pour 
la topologie initiale donnee; 
b) t(A) est un homomorphisme continu ouvert de E sur t(A) (E) pour 
la topologie affaiblie a(E, E'); 
c) t(A) (E) est ferme dans E; 
d) 1t(A) est un homomorphisme continu ouvert de E' sur 1t(A) (E') 
pour la topologie a(E', E); 
e) 1t(A) (E') est ferme dans E' pour la topologie a(E', E). 
Des lors, les ensembles e(1u) n a.(u), a.(1u) n a.(u) et a,(1u} n a0(u) 
sont vides. Les relations d'inclusion decrites au n° 2 deviennent: 
e(u) = e(tu); 
a.(u) C a0 ( 1u) u av(1u); 
a,(u) C av(1u); 
av(u) C av(lu) u ac( 1u) u a,( 1u); 
a0 ( 1u) C av(u) U a0(u); 
a.(1u) C av(u); 
av(lu) C av(u) u a.(u) u a,(u). 
5. Dans le cas d'un espace de Banach, 
Stone a propose d'appeler spectre continu !'ensemble .E0 (u) des points 
A tels que t(A) est un monomorphisme continu non ouvert de E sur 
t(A) (E) et que t(A) (E) soit partout dense dans E pour la topologie initiale. 
Et il appella spectre residuel !'ensemble .E,(u) des points A tels que t(A) 
soit un monomorphisme continu de E et que t(A) (E) ne soit pas partout 
dense dans E. 
On voit sans peine les relations qui lient ces deux ensembles aux 
ensembles av, a0 et a,, tels que nous les avons definis. 
E0 (u} = ac (u) n ac (lu); 
.E,(u) = a,(u) U (av(1u) n ac(u)). 
Ces relations subsistent encore dans le cas d'un espace de Frechet, ou 
les definitions de Stone permettent encore d'operer une partition du 
plan complexe. 
Dans le cas d'un espace localement convexe separe qui n'est pas un 
espace de Frechet, on trouve les relations suivantes: 
.Ec (u) = (e (1u) n ac (u)) u ( ac (lu) n ac (u)) u (a, (lu) n ac (u)) ; 
.E,(u) = (ap(lu) n a,(u)) u (av('u) n ac(u)). 
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Mais, dans ce cas, les definitions de Stone ne permettent plus d'operer 
une partition complexe. En effet, pour tout ). E a0 (1u) n a,(u), t().) est 
un monomorphisme ouvert de E et (t().)) (E) est partout dense dans E; 
done ). ¢= L 0(u) et ). ¢ E,(u). 
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